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Stationare Punkte auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten.

Vortrag auf der Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
in Baden-Baden.

Von W. THRELFALL in Frankfurt a. M.
Mit 7 Figuren.

Wir werden hier nichts wesentlich Neues vorbringen und nichts
beweisen, sondern auf wichtige Ergebnisse und fruchtbare Probleme
der Analysis im GroBen hinweisen, die man Herrn Marston Morse
verdankt?!), und in denen sich die Ideen von Henri Poincaré?) ent-
falten. Das Anschauungsmaterial ist leicht darzulegen; nicht so leicht
ist die mathematische Behandlung des Gegenstandes?®) durchzu-
fithren.

§ 1. Morsesche Formeln fiir nichtausgeartete stationdre Punkte.

Gegeben eine zweimal stetig differenzierbare Funktion [ auf einer
geschlossenen #-dimensionalen Mannigfaltigkeit £2, also etwa auf einer
geschlossenen Fliache (# = 2). Die Punkte, in denen die simtlichen »
ersten Ableitungen von J nach den lokalen GauBschen Koordinaten
verschwinden, heiBen stationdre Punkte. Es handelt sich darum, Be-

1) M. Morse, Functional topology and abstract variational theory. Mém. sci.
Math. (Paris 1938), mit Literaturangaben.

2) H. Poincarés bekannte Arbeiten zur Analysis situs, z. B. V@€ Complément,
Rend. Circ. math. Palermo 18 (1904).

3) Man vergleiche z. B. H. Seifert und W. Threlfall, Variationsrechnung im
GroBen (Hamburger Einzelschrift 24, Leipzig 1938) oder W. Threlfall, Le calcul
des variations global. (L’enseignement mathématique 1941.) Auch der vorliegende
Vortrag ist im Gedankenaustausch mit Herrn H. Seifert entstanden.



Stationire Punkte auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten 15

ziehungen zwischen der Art und Zahl der stationdren Punkte von | und
den Zusammenhangsverhilinissen von 2 aufzustellen. Die Zusammen-
hangsverhiltnisse sind dabei allein durch das sogenannte topologische
Verhalten der Mannigfaltigkeit bestimmt und dndern sich z. B. nicht,
wenn man die Mannigfaltigkeit in irgendeinen Raum einlagert und
darin deformiert.

Man kann Art und Zahl der stationdren Punkte von J nicht will-
kiirlich vorschreiben; durch die Gestalt von £ sind gewisse Beschrin-
kungen gegeben. Das ist naheliegend. Betrachten wir z. B. als Mannig-
faltigkeit 2 die Kugelfldche, die wir uns als Erdkugelfliche denken,
und als Funktion J darauf die Hohe eines
Ortes iiber dem Meere. Wenn es dann auf
der Erde nur einen einzigen Berg gibt, der i
seine hochste Erhebung iiber dem Nordpol N \
hat und iiber die ganze Erde bis zum Siid-
pol S hin auf Meereshshe abfillt (Fig. 1 zeigt
die' Verhédltnisse an einem Meridianschnitte;
die Erdkugel ist horizontalgestrichelt), so
haben wir an stationdren Punkten einen
Maximalpunkt N und einen Minimalpunkt S
von J. Wenn wir jetzt nebeneinander zwei
Berge anbringen, so erhalten wir zwei Maxima, das eine Minimum
bleibt erhalten, aber zwischen den beiden Bergen tritt notwendig ein
Paf} oder Sattelpunkt auf. Ebenso héitten wir notwendig einen Sattel-
punkt erhalten, wenn wir ein zweites Minimum durch Einbeulen der
Oberflache angebracht hitten. Mit jedem neuen Minimum oder Maxi-
mum kommt also auch ein Sattelpunkt zu den stationiren Punkten
hinzu. Wie viele Gipfel und Senken wir auch anbringen, immer gilt
daher fiir die

s
Tig. 1.

Anzahl der Minima M?¢,
Anzahl der Sattelpunkte M1,
Anzahl der Maxima M?

die Kroneckersche Formel
— Mo+ M —M2= —2,

Dabei haben wir freilich vorausgesetzt, daB die stationiren Punkte
isoliert sind; das wollen wir hinfort immer tun.

Wir bleiben noch bei den Flichen, wenden uns aber einem weniger
trivialen Beispiele zu. Eine Ringfliche liege im xyz-Raum und habe
die x-Achse zur Rotationsachse. An ihr seien vier Fortsitze ange-
bracht, so daB die durchlochte Fischblase der Fig. 2 entsteht. Die
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Funktion J sei die Hohe J = z iiber der xy-Ebene. Die stationiren
Punkte sind dann die Punkte, in denen die Tangentialebene an die
Flache horizontal liegt. Es gibt deren im ganzen acht, zu denen die

J-Werte 4, . . ., ys der Fig. 2 gehéren, und sie lassen sich wieder in
drei Arten einteilen : zwei sind Minima, vier Sattelpunkte, zwei Maxima.
Diese Einteilung

{Jsc},yp<c<pps  benutzt nur die

unmittelbare Um-
geschlossene Ringfldche gebung des sta-
___________ tionidren Punktes:
wenn wir den Ver-

8
einfach gelochte Ringfl.
lauf der Funk-
N7 tion J in einer noch
zweifach gelochteRingfl. so kleinen Um-
gebung eines sta-
7 tiondren Punktes
einfach gelochteRingfl.  kennen, koénnen
Ty wir entscheiden,
4 ob es sich um ein
Kreisring Minimum, einen
Sattelpunkt oder
P ein Maximum han-
Zy;';'le Kreisscheibe delfy Wir wolen
| den Unterschied
s . dieser drei Punkt-
zwer Kreisscheiben artenanalytischeer-
fassen und ihn so-
~~~~~ f gleich auf #n-dimen-
eineKreisscheibe sionale Mannigfal-
______________ tigkeiten verallge-
Z’er_e Menge meinern.

Wir setzen die
Funktion [ zwei-
mal stetig differenzierbar in den lokalen Koordinaten voraus. Dann
kénnen wir sie bis zu den Gliedern zweiter Ordnung nach Taylor
entwickeln. Machen wir den stationiren Punkt zum Anfangspunkt
der lokalen Koordinaten, so schreitet die Reihe nach Potenzen
der lokalen Koordinaten fort. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit diirfen wir annehmen, daB im stationdren Punkte y =0
wird; dann fillt das absolute Glied weg. Weil der Punkt stationdr
ist, gilt Gleiches von den Gliedern erster Ordnung. Die Entwicklung
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beginnt also mit den Gliedern zweiter Ordnung. Diese bilden eine
quadratische Form, die wir durch lineare Transformation der lokalen
Koordinaten auf Hauptachsen bringen wollen. Ist die Form nichtaus-
geartet, d. h. die Koeffizientendeterminante == 0, so nennen wir den
stationiren Punkt nichtausgeartet. Der Trigheitsindex der quadra-
tischen Form, also die Anzahl der negativen Quadrate in der Normal-
form, wird dann als Trdgheitsindex des stationdren Punktes bezeichnet.
In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist er offenbar fiir ein
Minimum = 0, fiir ein Maximum = #, fiir einen Sattelpunkt unserer
zweidimendionalen Beispiele ist er = 1.

Damit haben wir die nichtausgearteten stationidren Punkte nach
einer Eigenschaft im Kleinen eingeteilt.

Wir kehren zu unserem Beispiel der Fig. 2 zuriick und wollen seine
stationiren Punkte jetzt nach einer Eigenschaft im GroBen feiner
einteilen. Wir werden dabei zugleich eine Beziehung zu den Zusammen-
hangsverhidltnissen unserer Fliche gewinnen. Wir tauchen zu dem
Zwecke die Fliche in Wasser ein bis zur Héhe J = ¢ und sehen uns den
benetzten Teil an. Er wird von allen Punkten gebildet, fiir die J < ¢
ist; wir bezeichnen diesen Teil mit

{J=c)

Wennwirdas Wasser steigen lassen, so indern sich dieZusammenhangs-
verhiltnisse des benetzten Teiles offenbar immer nur dann, wenn der
Wasserspiegel einen stationidren Punkt iibersteigt.

Ubersteigt der Wasserspiegel das absolute Minimum, so wird der
benetzte Teil, der vorher leer war, ein Flichenstiick vom gleichen
Zusammenhange wie die Kreisscheibe. Wir sagen dann, daB die O-te
Zusammenhangszahl #° sich von 0 auf 1 erhoht hat. Als Zusammen-
hangszahl der Dimension 0 eines Flichenkomplexes bezeichnet man
nidmlich die Anzahl der zusammenhingenden isolierten Teilbereiche,
aus denen der Flichenkomplex besteht. — Ubersteigt der Wasser-
spiegel das relative Minimum von der Hohe ¢ = y,, so erhoht sich
7% auf 2; { ] < ¢} besteht danach aus zwei getrennt liegenden, topo-
logischen Kreisscheiben.

Wir nennen einen stationiren Punkt, bei dessen Uberschreiten sich
eine Zusammenhangszahl erhoht, von aufsteigendem Typus. Die
Minima sind also stationire Punkte von aufsteigendem Typus, da sich
die nullte Zusammenhangszahl in ihnen erh¢ht. Der néchste stationire
Punkt, der Sattelpunkt des J-Wertes y3, ist offenbar von absteigen-
dem Typus, denn die 0-te Zusammenhangszahl erniedrigt sich dadurch,
daB die beiden topologischen Kreisscheiben wieder zu einer ver-

Tahroch

J icht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. LI. 1. Abt. Heft 1 2
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schmelzen, zum Werte 7° = 1. Wir haben das durch ein beigesetztes
Minuszeichen in der Fig. 2 angedeutet.

Die Zusammenhangszahl der Dimension 1 war bisher stets »1 =0,
da jede geschlossene Kurve auf einer Kreisscheibe ein Teilstiick der
Kreisscheibe berandet, wofiir man auch sagt: die geschlossene Kurve
ist nullhomolog (vgl. § 2). Dies wird anders, wenn der Wasserspiegel
den zweiten Sattelpunkt des J-Wertes yp, iiberschreitet. Dann
schniirt sich der Rand unserer Kreisscheibe zusammen und zerfillt in
zwei Rédnder. Der benetzte Teil { J < ¢ } wird jetzt ein von zwei Kreis-
linien berandetes Fliachenstiick, und zwar ein Schlauch oder Zylinder
oder, was topologisch dasselbe ist, ein Kreisring.

Die Zusammenhangszahl der Dimension 0 bleibt, wie hinfort immer,
=1, denn { J < ¢} besteht immer aus einem einzigen zusammen-
hédngenden Stiicke. DieZusammenhangszahlder Dimension 1, 72, erh6ht
sich dagegen auf den Wert 1 = 1. Denn es tritt genau eine Klasse
nichtberandender geschlossener Kurven auf; zu ihnen gehért z. B. in
einem metrischen Kreisringe die Seele, ein zwischen den beiden Rand-
kreisen verlaufender, zu ihnen konzentrischer Kreis (Mittellinie). In
unserem Beispiel (Fig. 2) wird die Seele z. B. durch den ,,Meridian-
kreis’ a reprisentiert. Da sich die erste Zusammenhangszahl erhoht
hat, ist der zweite Sattelpunkt von aufsteigendem Typus.

Das gleiche gilt vom dritten Sattelpunkt des J-Wertes y;. Hier
verwandelt sich der Schlauch durch Vereinigung der beiden Rénder
zu einer Ringfliche mit einem Loch. Es wird 7! = 2. Die zweite Klasse
geschlossener nichtberandender Kurven wird vertreten durch den
Breitenkreis & der Ringfliche. Er berandet auch zusammen mit a
kein Teilflichenstiick von { J < ¢ } (y5 < ¢.< ), wofiir man auch sagt,
daB die beiden geschlossenen Kurven a und b homolog unabhangig sind
auf {J<c}.

Im hochsten Sattelpunkte wird schlieBlich #* =3, da die ein-
fach gelochte Ringfliche in eine zweifach gelochte iibergeht. Die
Klasse der neu hinzutretenden geschlossenen Kurven wird z. B. ver-
treten durch den Meridiankreis a’, der homolog unabhingig von @ und 6
ist. Der zweite, dritte und vierte Sattelpunkt sind deshalb von auf-
steigendem Typus.

Dagegen ist das relative Maximum vom J-Werte y, von ab-
steigendem Typus. 7* geht vom Werte 3 auf den Wert #* = 2 dadurch
zuriick, daB sich das eine Loch der Ringfliche schlieBt. Der Meridian-
kreis @’ 148t sich jetzt iiber das relative Maximum in den Meridian-
kreis a deformieren, wird also zu @ homolog und scheidet damit aus
der Zahl der homolog unabhingigen Kurven aus.
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Das absolute Maximum ist wieder von aufsteigendem Typus.
Diesmal dndern sich zwar 7° und »* nicht. Dagegen erhoht sich die zweite
Zusammenhangszahl. Sie war bisher = 0, weil es auf dem benetzten
Teile keine geschlossene Flidche gab. Fiir J = y, schlieBt sich dagegen
die ganze Fliche, und diese geschlossene Fliche berandet kein drei-
dimensionales Raumstiick (sie ist nicht nullhomolog auf dem be-
netzten Teil), weil es fiir unsere Betrachtungen gar keine dreidimensio-
nalen Raumstiicke gibt. Die Einbettung der zweidimensionalen Man-
nigfaltigkeit in den euklidischen Raum ist nur ein Zugestandnis an die
Anschauung. — Es ist daher #2 =1 fiir { ] < 95 }.

Wir kennzeichnen wieder Minimum, Sattelpunkt und Maximum
durch die oberen Indizes 0, 1 und 2 und fiigen als unteren Index
ein 4 oder — an die Anzahlen M* an, um auf- und absteigenden Typus
zu unterscheiden. Wir haben also

(1) Mk= M+ M* (k=o0,1, 2).

In unserem Beispiele setzen sich die Gesamtzahlen der Minima, Sattel-
punkte und Maxima folgendermaBen aus Punkten von auf- und ab-
steigendem Typus zusammen:

mo=M?, Mi=M!+M: M:=M:4M?
=2 =341 =141.

Andererseits erkennen wir, wie sich in unserem Beispiele die Zu-
sammenhangszahlen von { J < ¢ } beim Uberschreiten eines stationiren
Punktes dndern: Das Uberschreiten eines stationiren Punktes vom
oberen Index % und von aufsteigendem Typus vermehrt die Zusammen-
hangszahl 7* um eine Einheit. Beim Uberschreiten eines stationiren
Punktes vom Index %+ 1 und von absteigendem Typus erniedrigt
sich dagegen die Zusammenhangszahl der Dimension 2 um eine
Einheit.

Steht nun der Wasserspiegel unter dem absoluten Minimum, so ist
die benetzte Fliche leer, alle Zusammenhangszahlen sind = 0. Wenn
man daher alle Anderungen 4 R* der Zusammenhangszahlen addiert,
die nacheinander erfolgen, wenn der Wasserspiegel bis iiber das abso-
lute Maximum steigt, so erhilt man die Zusammenhangszahlen R*
der ganzen Fliche. Es ist daher

(2) SARk = R = M} — M**! k=0, 1, 2).
Es ist stets M — 0, d. h. ein Minimum ist immer von aufsteigendem

Typus.

2%
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Fiir unser Beispiel fassen wir die Anderungen 4 R* der Zusammen-
hangszahlen bei Uberschreiten der acht stationiren Punkte noch ein-
mal in einer Tabelle zusammen:

k=0 k=1 k=2
Minima Sattelpunkte Maxima
Y1 Ve Vs Va Vs Ve Vi Vs

4 R0 1 1 —4 0 0 0 0 0 (Z 4R = 1 = Rv)
AR'| 0 0 0111 —10 (3 AR'= 2 = RY)
4 R2 00 0 0 0 O 0 1 (2AR‘=1=R’)

Als Zusammenhangszahlen der gesamten Fliche R* = 3'A R* erhilt
man in der Tat die Zusammenhangszahlen der Ringfliche.

In Formel (1) und (2) haben wir nun schon die Morseschen Formeln
fiir zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. In diesem Fall kénnen wir
M?* und M* aus (1) und (2) eliminieren, indem wir die Wechselsumme
iiber R* bilden; es ergibt sich dann, da immer M° = 0 ist, die
Kroneckersche Formel fiir geschlossene Flichen beliebigen Geschlechts

3) — Mo+ Mi—M*=—R 4+ R—R:=N.

Die rechte Seite N ist nach bekannten Sitzen der Topologie4) die
Eulersche Charakteristik der Fldche, die einerseits mit der Henkel-
zahl 4, andererseits mit den Ecken-, Kanten- und Flichenzahlen
a° o, o2 einer polyedralen Zerlegung der Fliche zusammenhingt, und
zwar nach der Gleichung

N=2Mh—1)=—0a+ ot —a

Unsere Betrachtungen lassen sich auf beliebige Dimensionszahl
iibertragen. Wer diese Ubertragung nicht an sich interessant findet,
der moge bedenken, daB eine noch viel weiter gehende Ubertragung
fiir Zwecke der Variationsrechnung notwendig ist. Wir wollen daher
wenigstens den dreidimensionalen Fall an einem Beispiel erldutern.
Unserer Anschauung steht dann kein hoherdimensionaler Raum zur
Verfiigung, in den wir die dreidimensionale Mannigfaltigkeit so be-
quem einbetten konnen, wie die geschlossenen Flichen in den drei-
dimensionalen euklidischen Raum. Um uns zu helfen, schneiden wir
ein Stiick aus der Mannigfaltigkeit heraus, das den betrachteten statio-
niren Punkt enthilt, und bilden es auf den dreidimensionalen euklidi-
schen Raum ab, indem wir die lokalen Koordinaten x,, x,, x5, auf die

4) H. Seifert und W. Threlfall, Lehrbuch der Topologie. Leipzig 1934. S. 87.
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eine gewisse Umgebung des stationdren Punktes bezogen ist, zu kar-
tesischen Koordinaten des euklidischen Raumes machen.

Die Funktion [ sei in der Umgebung des stationiren Punktes durch
J=—x—x'+x

gegeben. Der Nullpunkt ist offenbar ein isolierter stationdrer Punkt
vom Trigheitsindex 2= 2. Die zweidimensionalen Niveauflichen
J=c=const,, in denen der jetzt dreidimensionale Wasserspiegel
unsere dreidimensionale Mannigfaltigkeit schneidet, sind fiir ¢ < 0
einschalige, fiir c> 0 zweischalige
Hyperboloide (Fig. 3). Steigt also
der Wasserspiegel iiber den Wert
¢ = 0 hinweg, so schniirt sich der
zweidimensionale Rand des Be-
reiches { ] < ¢} — entsprechend
dem Verhalten im Sattelpunkt des
J-Wertes y, der Fig. 2 — zu-
sammen, und es schlieBt sich da- = \——>crrF4—- %
mit das Loch, das durch die Um- 757, =
gebung des stationdren Punktes
langs der x3-Achse hindurchging,
solange { J < 0} war.

Wir verfeinern die Einteilung
der stationdren Punkte vom Trig-
heitsindex % = 2 nach ihrem Ver-
halten im GroBen, indem wir sie Fig. 3.
in zwei Klassen einteilen. In Fig. 3
sei C eine Kurve, die den Kegel J = 0 einmal umschlingt und also
im ,,duBeren’’ Ringbereich { J < ¢} eines einschaligen Hyperboloids
liegt (c < 0). Es kann dann sein, daB C in dem Bereich { J <0}
unserer Mannigfaltigkeit Rand einer Fliche ist, die sich sozusagen
auBenherum in C einspannen 1dBt. Ob das der Fall ist oder nicht,
1Bt sich an der ausgeschnittenen Umgebung des stationiren Punk-
tes nicht erkennen, sondern hingt vom Verlauf der Funktion J und
der Gestalt der ganzen Mannigfaltigkeit ab. Wenn sich aber in die
Kurve C eine Fliche im Bereich | J < 0} einspannen 148t, so wird
man diese von C berandete Fliche innerhalb { J/ < ¢} durch die von
C berandete Kreisscheibe schlieBen konnen, sobald ¢ den Wert 0 iiber-
schreitet. Dann hat sich die Zusammenhangszahl der Dimension 2 um
eine Einheit erhht, und wir nennen den Punkt von aufsteigendem
Typus. LiBt sich dagegen keine Fliche einspannen, so berandet die

X3

J>0
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Kurve C in { J < 0} nicht, ist dort nicht nullhomolog; sie wird aber
berandend, sobald J den Wert 0 iiberschreitet. Dann sinkt die Zu-
sammenhangszahl der Dimension 2 —1 =1 um eine Einheit, und
der stationdre Punkt heit von absteigendem Typus.

Man kann sich dieses Verhalten an folgenden beiden im einzelnen
durchfithrbaren Beispielen klarmachen. Die geschlossene Mannig-
faltigkeit £ sei die dreidimensionale Sphire &3, also topologisch der
durch einen einzigen unendlich fernen Punkt geschlossene euklidische
Raum. Wir wihlen als lokale Koordinaten kartesische Koordinaten
%3, X3, %5 des euklidischen Raumes, die alle Punkte von &3 mit Aus-
nahme eines einzigen, des ,,unendlich fernen‘, erfassen. In ihnen laute
die Funktion J

] - — S S i W= = G i e s ¥ .
14 (% 4 22 + 2%)0

Fiir das eine Beispiel soll das Plus-, fiir das andere das Minuszeichen
im Zihler gelten. Im unendlich fernen Punkte habe J den Wert 0.
Dann ist J in der ganzen Mannigfaltigkeit zweimal stetig differenzier-
bar (sogar analytisch). Der Nullpunkt ist ein stationdrer Punkt vom
Index %k = 2. Fiir das Pluszeichen ist er von absteigendem, fiir das
Minuszeichen von aufsteigendem Typus, was man aus dem Verlauf
der Fliche J = 0 ersieht.

Betrachten wir ferner die Funktion
J = %2+ %2 — x5?

in der Umgebung des Nullpunktes. Der stationidre Nullpunkt hat den
Index k= 1. Wenn er von aufsteigendem Typus ist, ergibt sich bei
Uberschreiten von J = 0 in der dreidimensionalen Mannigfaltigkeit
ein neuer nicht nullhomologer eindimensionaler Zykel, die alsdann
geschlossen zu denkende x,-Achse. Im anderen Fall fillt ein zuvor
nicht nullhomologer nulldimensionaler Zykel (bestehend aus je einem
Punkt im Vor- und Nachkegel) dadurch fort, daB die beiden Punkte
sichin { J < ¢} (c> 0) iiber den Nullpunkt hinweg durch eine Strecke
verbinden lassen, der nulldimensionale Zykel also nullhomolog wird.
Allgemein wollen wir annehmen, da8 auf unserer Mannigfaltigkeit
der Dimension # M* stationire Punkte vom Index % vorhanden sind
und daB darunter M} aufsteigenden und M* absteigenden Typus
haben:
(1" M= M+ M* (k=0,1,2...).

Dann gelten wie im zweidimensionalen Fall die Beziehungen
2%) Rt = M* — M**! R0, 420 )
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Auch jetzt ist offenbar stets
M=o,
d. h. ein Minimum hat immer aufsteigenden Typus, und es sind alle
M* = 0 fiir k> n, so daBl es im vorliegenden Fall kein Interesse hat,
den Index & iiber # hinauslaufen zu lassen.
Wir eliminieren die Zahlen M¥, indem wir die Gleichungen (1)
und (2') subtrahieren:
Mk = R¥ - M* 4+ M+, (k=0,1,...,n)
M° = M"*' = 0.

Man interessiert sich bisweilen mehr fiir die Zahlen M* als fiir die
Zahlen M*. Man benutzt von diesen dann nur die Eigenschaft, = 0
zu sein, und schreibt statt (4) die fiir die Variationsrechnung im GroB8en
fundamentalen Morseschen Ungleichungen an:

(5) M* = R¥,

in Worten: Die Anzahl der stationdren Punkte vom Trigheitsindex k
ist mindestens gleich der k-ten Zusammenhangszahl. Wohlgemerkt gelten
diese Ungleichungen nur, wenn alle stationdren Punkte isoliert und
nichtausgeartet sind.

Wir bilden ferner die Wechselsumme aus den ersten beiden, aus den
ersten drei, aus den ersten vier usw. Formeln von (4). Wir erhalten
7 + 1 Gleichungen oder, wenn wir von den Zahlen M* nur benutzen,
daB sie = 0 sind, #» Ungleichungen und eine Gleichung, die die Verall-
gemeinerung der Kroneckerschen Formel auf #» Dimensionen, die
sog. Morseschen Formeln, bilden:

— Mo :_R0_|__M_l g__RO
6 Me—M = R'— R+ M? = R'— R
— MO+ M —Mi= — R4 R—R 4+ M2 —R 4+ R — R
—MO4 M — ... (— )M =
:—R0+R1—...+(_1)ﬂ—1Rn:N’

Die letzte Ungleichung stimmt mit der letzten Gleichung iiberein,
weil M™** = 0 ist. Sie ergibt in zwei Dimensionen gerade die
Kroneckersche Formel (3).

§ 2. Typenzahlen.

Die Beispiele stationirer Punkte, an denen wir bisher die Morse-
schen Formeln illustriert haben, beziehen sich alle auf den einfachsten
Fall; es handelte sich immer um nichtausgeartete stationire
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Punkte. Wir miissen indessen auch ausgeartete Punkte in Betracht

ziehen, wie etwa den Nullpunkt der Funktion

J=34y—y

in der xy-Ebene. Hier fallen die quadratischen Glieder in der Taylor-
entwicklung ganz fort. Allgemein heiBt ein stationirer Punkt awus-

J=0 J=0
J<0
\7
J>0 2 J>0
\ X
I \
4 ) .
/PN
1"' ......... %2
J<0
J=0 =0
Fig. 4.
J=0 s J=0
J>0
X

J<0

Fig. 5.

geartet, wenn die qua-
dratische Form, die die
quadratischen Glieder
der Taylorentwicklung
bilden, ausgeartet ist,
d.h.verschwindende Ko-
effizientendeterminante
hat.

Setzen wir J =z, um
die als Beispiel benutzte
Funktion J in der Um-
gebung des stationdren
Punktes durch eine Fla-
che des xyz-Raumes
darzustellen, so erhalten
wir einen Affensattel,
einen Sattel, der noch
einen Ausschnitt an der
Riickenlehne fiir den
Affenschwanz hat.5)

‘Wir ziehen es vor, die
Fldche in kotierter Pro-
jektion in der x y-Ebene
darzustellen. Da ergibt
sich, wenn es sich um
einen gewohnlichen Sat-
telpunkt handelt, das
bekannte Bild der Fig. 4

fiir die Niveaulinien
J = const., und im
Falle des Affensattels

die Fig. 5. Je kleineren
J-Wert eine Kurve

5) Hilbert, Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. (Grundlehren der math.

Wiss. Bd. 37.) Berlin 1932, S. 179.
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J = const. hat, um so schwicher ist sie in den Figuren ausge-
zogen worden.

Die Schwierigkeiten beginnen erst, wenn wir auch fiir ausgeartete
Punkte die Morseschen Formeln ableiten wollen. Denn dann versagt
unsere einfache Einteilung nach dem Tragheitsindex der quadratischen
Glieder. Sie wird durch eine topologische Einteilung ersetzt.
Das ist der wesentliche Gedanke, dem wir uns jetzt zuwenden, um
die Morseschen Formeln allgemein abzuleiten.

Wir haben einerseits topologische Invarianten der Mannigfaltigkeit 2
zu benutzen. Das werden wie bisher dieZusammenhangszahlen R*
sein. Andererseits sind die stationidren Punkte topologisch zu klassi-
fizieren. Das geschieht durch die Typenzahlen m*, von denen jeder
stationire Punkt eine von jeder Dimension besitzt.

Was die Zusammenhangszahlen R* betrifft, so werden sie, wie wir
das schon an Beispielen gesehen haben, nach dem allgemeinen Ver-
fahren der Topologie definiert: da man topologische Eigenschaften
_ einer gegebenen #n-dimensionalen Mannigfaltigkeit 2 meist nicht un-
mittelbar erkennen kann, legt man einfache und wohlbekannte nieder-
dimensionale Gebilde, z. B. Kurven oder Fldchen, allgemeiner sog.
k-dimensionale Ketten in £ hinein und studiert die Mdoglichkeiten,
die sich da ergeben. Das wichtigste Ergebnis dieses Studiums bildet
die Homologietheorie. Einige wenige Begriffe sind fiir sie so grund-
legend wie die Potenzreihe und die Riemannsche Fliche fiir die
Funktionentheorie, nimlich die Kette und ihre Addierbarkeit und
die Randbildung. '

Unter einer 0-dimensionalen Kette oder kurz 0-Kette versteht man
eine endliche Menge einzelner Punkte der Mannigfaltigkeit. Bei einer
1-Kette denken wir an eine oder mehrere Kurven, bei einer 2-Kette
an berandete oder geschlossene Flichen — womit wir freilich keine
Definition geben wollen. Die Definition hitte die Kette der Dimension
1,2,3,n als System stetiger Bilder von Strecken bzw. Dreiecken,
Tetraedern, allgemein n-dimensionalen Simplexen einzufithren. Wir
begniigen uns indessen mit dem Anschauungsmaterial.

Die k-Ketten lassen sich nun in gewissem Sinne untereinander
addieren. Das Nullelement der Addition ist die k-Kette 0, die leere
Punktmenge.

Jeder k-Kette kommt ein Rand zu, das ist eine (¢ — 1)-Kette. Ist
er die (k—1)-Kette 0, so heiBt die k-Kette geschlossen oder ein
k-Zykel. Die Randkette einer Strecke z. B. ist der 0-Zykel, der von den
beiden Randpunkten gebildet wird.
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Nun ist es wesentlich, daB wir unsere Ketten nicht orientieren.
Da wir von der Kettenaddition und der Randbildung verlangen, da3
der Rand der Summe gleich der Summe der Rénder ist, so hat das zur
Folge, daB die Addition zweier Ketten modulo 2 erfolgt. Setzen wir
z. B. zwei Dreiecke, die lings einer Kante aneinandergrenzen, zu
einem Viereck zusammen, so tritt die gemeinsame Randkante in der
Summe der Rénder doppelt auf, sie kommt aber im Rande der Summe,
im Rande des Vierecks, nicht mehr als Randkante vor. Jede in einer
Summe doppelt auftretende %Z-Kette wird daher gleich der k-Kette 0
gesetzt.

Jede k-Kette, die Rand einer (& + 1)-Kette ist, ist geschlossen, ein
k-Zykel, aber nicht jeder k-Zykel ist Rand einer (& + 1)-Kette. Z. B.
ist der Meridiankreis einer Ringfliche ein 1-Zykel auf der Ringfliche,
der nicht ein Stiick der Ringfliche berandet. Ist ein k-Zykel dagegen
Rand einer (& 4 1)-Kette, so heit er berandend oder nuilhomolog.

Zwei k-Ketten, die zusammen Rand einer (% + 1)-Kette sind, heiBen
einander homolog. Damit zwei k-Ketten homolog sind, ist notwendig,
daB sie denselben Rand haben, und es ist hinreichend, aber keineswegs -
notwendig, daB sie sich bei festgehaltenem Rand ineinander defor-
mieren lassen.

Ein System von k-Zykeln, die zusammen keine (% + 1)-Kette be-
randen, heiBt ein System homolog unabhingiger k-Zykeln. Die k-te
Zusammenhangszahl von £ ist dann die maximale Anzahl homolog
unabhingiger k-Zykeln, die es in 2 gibt. Eine #-dimensionale Mannig-
faltigkeit hat Zusammenhangszahlen von jeder der Dimensionen
0,1, 2,...,doch sind diese Zahlen von der Dimension # + 1 an offen-
bar alle gleich 0.

Wir gehen zur topologischen Einteilung der stationiren Punkte
iiber. Zwei stationdre Punkte, die zu den stationdren J-Werten y und »’
gehoren mogen, werden wir dann in dieselbe Klasse tun, wenn es
Umgebungen von ihnen gibt, die sich topologisch und so aufeinander
abbilden lassen, daB die Teilmengen, in denen J kleiner, gleich oder
groBer als im stationdren Punkte ist, ineinander iibergehen. Ob eine
solche Abbildung moglich ist, also die Homéomorphie der Teilmengen,
in denen J <y bzw. J < ' ist, konnen wir ebensowenig entscheiden
wie die Homoomorphie ganzer n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten
im Falle n> 2.

Um aber notwendige Bedingungen fiir die topologische Abbild-
barkeit zu ermitteln, gehen wir ebenso vor wie bei den ganzen Mannig-
faltigkeiten. Den Zusammenhangszahlen der Dimension % der Mannig-
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faltigkeit werden jetzt Typenzahlen der Dimension % des stationiren
Punktes entsprechen, und wir erhalten sie, indem wir in die Teil-
menge { J < y } unserer Umgebung des stationdren Punktes k-Zykeln
hineinlegen und die Maximalzahl der homolog unabhingigen von ihnen
bestimmen.

Freilich konnen wir jetzt nicht wie auf der ganzen Mannigfaltigkeit
Zykeln im GroBen verwenden. Da es uns nur auf eine beliebig kleine
Umgebung ankommt, legen wir durch den stationiren Punkt nur
Stiicke von k-Zykeln, sog. relative k-Zykeln hindurch. Alle Teilketten
oder Randketten, die unterhalb des stationdren J-Wertes y liegen,
interessieren uns nicht. Wir achten sie daher der k-Kette 0 gleich und
nennen deshalb unsere relativen k-Zykeln auch Zykeln mod { J < y }:
sie sind nur bestimmt bis auf Ketten, die ganz unterhalb y liegen.
Solche kann man ohne den relativen Zykel zu dndern, beliebig hinzu-
addieren oder weglassen.

Beispiel: eine 1-Kette, also ein Kurvenstiick, das iiber einem
gewohnlichen Sattelpunkt hingt, etwa die stark ausgezogene Strecke
1 0 2 der Fig. 4 und der Fig. 2, werden wir als relativ geschlossen oder
als relativen 1-Zykel von { ] <y} mod { /] < y } bezeichnen, da die
beiden Randpunkte ganz unterhalb y liegen (y ist in Fig.4 =0, in
Fig. 2 = y,).

Einander homolog werden wir zwei relative k-Zykeln nennen, wenn
sie allein oder mit geeigneten ganz unterhalb y gelegenen k-Ketten
zusammen, die wir ja beliebig hinzuaddieren diirfen, eine (% + 1)-Kette
von { | < y } beranden. Insbesondere dndert sich die Homologieklasse
eines relativen Zykels mod { J < y } nicht, wenn wir den in { J < y |
gelegenen Teil innerhalb { J < y } beliebig deformieren.

Homolog unabhdngig nennen wir nun wieder ein System relativer
k-Zykeln mod { J < y }, wenn keine Homologie mod { J < y } zwischen
den Zykeln besteht, und die maximale Anzahl homolog unabhingiger
relativer k-Zykeln von { ] < ¢ } mod { J < y } ist jetzt die k-te Typen-
zahl des stationdren J-Wertes y oder des stationdren Punktes, der, wie
wir der Einfachheit halber annehmen wollen, der einzige des J-Wer-
tes yp ist.

Der gestrichelte relative 1-Zykel 1’ 0 2’ der Fig. 4 ist z. B. homolog
dem punktierten relativen Zykel 1’ 2’, der ganz unterhalb y liegt,
und daher gleich der 1-Kette 0 zu setzen ist. Daher ist der relative
Zykel 1’ 02’ nullhomolog mod { J < y}. Dagegen ist der relative
Zykel 1 0 2 nicht nullhdmolog mod { J < y }. Er 1dBt sich bei fest-
gehaltenen oder nur unterhalb y verinderlichen Randpunkten nicht
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vom Sattelpunkt herunterziehen, ohne die Punktmenge {J <y} zu
verlassen, und ist iiberhaupt in { / < y } nicht homolog einer unterhalb
y gelegenen 1-Kette. Einem Sattelpunkt kommt also eine und offenbar
nur eine Klasse nicht nullhomologer relativer 1-Zykeln zu. Die erste
Typenzahl eines Sattelpunktes ist daher m! = 1. Die Typenzahl der
Dimensijon 0 dagegen ist m°= 0. Denn ein Punkt von { J <y} 148t
sich immer innerhalb { J < y } vom Sattelpunkt weg unter y hinunter
deformieren. Die zweite Typenzahl m? ist ebenfalls = 0.

In einem Minimum gibt es offenbar nur einen relativen Zykel der
Dimension 0, den Minimalpunkt selbst, und er ist nicht nullhomolog,
weil unterhalb des Minimalwertes i{iberhaupt keine Punkte liegen.
Die Typenzahlen des Minimums sind also

mdl=1, mt=0, m?=0.

In einem Maximum dagegen gibt es einen nicht nullhomogen rela-
tiven 2-Zykel. Z. B. 148t sich die Kappe, die das absolute Maximum
der Fig. 2 bedeckt, nicht unter Festhaltung der Krempe vom Maximum
herunterziehen, und sie ist nicht innerhalb { J < y4} homolog einer
ganz unterhalb p, gelegenen in den Rand eingespannten Fliche. Ein
Punkt oder eine durch das Maximum hindurchgehende Strecke 148t
sich dagegen wegziehen. Es sind also die Typenzahlen des Maximums

einer Fliache
mdl=0, m=0, m:=2.

Wie in diesem Beispiel, so sind allgemein die Typenzahlen eines
nichtausgearteten stationiren Punktes durch den Trigheits-
index % nach der Formel bestimmt

o, (ofir itk
(7) "M==\ fir i—a.

Die topologische Definition der Typenzahlen ermoglicht es aber,
auch die ausgearteten stationdren Punkte zu klassifizieren. Man weil3,
wie verwickelt die Vorkommnisse selbst bei einer analytischen Funk-
tion J in der Umgebung eines stationiren Wertes sein konnen, wenn
man iiber die Koeffizienten, mit denen die Entwicklung beginnt, keine
Voraussetzungen macht. Typenzahlen gibt es dagegen immer.

Betrachten wir z. B. den Affensattel, fiir den die Formeln (7) ihren
Sinn verlieren. Uber die drei Tiler, die vom stationiren Punkt aus-
gehen, lassen sich drei eindimensionale relative Zykeln hingen:
102,203,3 01. Aber sie sind nicht homolog*unabhingig voneinander.
Die Summe zweier von ihnen ist homolog dem dritten, weil die Addi-
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tion mod 2 erfolgt.®) Daher ist die erste Typenzahl des Affensattels
mt=2.

Wir konnen nun leicht stationdre Punkte konstruieren, bei denen
mehr als eine Typenzahl von 0 verschieden ist. Beispielsweise ist der
Nullpunkt fiir die Funktion

J = (— %02 — %% + x3%) (%2 + %® — § %57)

offenbar ausgeartet stationdr. Die Fliche J = 0 besteht aus zwei in-
einander geschachtelten Kegeln; zwischen beiden ist J > 0, auf ihnen
=0, sonst < 0. Es gibt einen nicht
nullhomogenen 2-Zykel, reprisentiert
durch die schraffierte Kreisscheibe der
Fig. 6, und zwei homolog unabhéngige
1-Zykeln wie im Fall des Affensattels.
Es ist daher

m =2, m=1,

alle iibrigen Typenzahlen sind 0.

Nun gelten fiir die Typenzahlen die
Morseschen Formeln ebenfalls, was
hier nicht bewiesen wird. Man hat
nur die Anzahl der nicht ausgearte-
ten stationdren Punkte vom Tragheits-
index & in den Morseschen Formeln (6)
durch die Summe M* der k-ten
Typenzahlen aller stationdren Punkte
zu ersetzen. Ja, die topologische Ein-
fithrung der Typenzahlen setzt nicht
einmal die Differenzierbarkeit der
Funktion J voraus, eine Tatsache, die die Hauptanwendung der Morse-
schen Formeln, nimlich die auf die Variationsrechnung, iiberhaupt
erst moglich macht.

Wir heben insbesondere die Giiltigkeit der allgemeinen Morse-
schen Ungleichungen

M* > R¥

hervor, die in Worten folgendes besagen: Die Summe der k-ten Typen-
zahlen iiber alle stationdren Pumnkie ist mindestens gleich der k-ten Zu-
sammenhangszahl.

6) In der Kettenaddition mod 2 hat der Terminus modulo zahlentheoretische, im
relativen Zykel modulo einer Teilmenge eine nicht damit zu verwechselnde topo-
logische Bedeutung.
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Die frither in Formel (5) gegebene Bedeutung dieser Ungleichungen
ordnet sich jetzt als Sonderfall der allgemeinen Giiltigkeit unter, denn
wenn alle stationdren Punkte nicht ausgeartet sind, so stimmt nach
Formel (7) die Summe der k-ten Typenzahlen mit der Anzahl der
stationdren Punkte vom Index £ iiberein.

Damit ist das Hauptergebnis, auf das der Vortrag hinweisen wollte,
angedeutet.

§ 3. Mindestzahl stationirer Punkte.

In § 2 haben wir die Morseschen Formeln auf beliebig ausgeartete
stationdre Punkte erweitert. Dafiir haben wir in den Morseschen
Ungleichungen Abschidtzungen fiir die Summe der Typenzahlen,
nicht mehr wie in § 1, fiir die Anzahl der stationiren Punkte erhalten.
In den Anwendungen interessieren aber meist mehr die Mindest-
zahlen der voneinander verschiedenen stationdren Punkte als die
Summe der k-ten Typenzahlen. Beispielsweise will man wissen, wie
viele verschiedene stationdre Punkte eine Funktion J auf dem
topologischen Produkt dreier Kreise mindestens hat, ob diese nun
ausgeartet sind oder nicht. Die Beschrinkung auf nichtausgeartete
stationdre Punkte fiihrt ebensowenig zu erwiinschten Ergebnissen wie
die Kenntnis der Summe der %-ten Typenzahlen beliebig ausgearteter
stationdrer Punkte.

Aus den Morseschen Formeln kann man — immer unter der
Voraussetzung isolierter stationdrer Punkte — nur schlieBen, daB
wenigstens ein Minimum (charakterisiert durch die Typenzahl m® = 1),
ein Maximum (charakterisiert durch die Typenzahl m™ = 1) und (fiir
n >1) entweder mindestens ein weiterer — unter Umstdnden ausge-
arteter — stationdrer Punkt auf der geschlossenen #-dimensionalen
Mannigfaltigkeit vorhanden ist, dessen Typenzahlen der Dimensionen 1
bis # — 1 dann so beschaffen sein miissen, da die Morseschen Un-
gleichungen M* > R* befriedigt werden, oder aber, daB, falls alle
stationdren Punkte nicht ausgeartet sind, mindestens so viele vor-
handen sind, als die Summe aller Zusammenhangszahlen betrigt.

Auf einer geschlossenen orientierbaren Fliche vom Geschlecht
(Henkelzahl) # kann man nun leicht eine Funktion ] konstruieren,
die auBer einem Minimum und einem Maximum genau einen statio-
niren Punkt mit den Typenzahlen m! = 2k (= RY), m® = m? = 0 be-
sitzt. Wie steht es aber in héherdimensionalen Mannigfaltigkeiten,
z. B. im dreidimensionalen projektiven Raum? Ist da 1 ebenfalls
die Mindestzahl unter Umstinden ausgearteter stationdrer Punkte
auBer dem Minimum und Maximum ?
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Eine iiber die Morseschen Ungleichungen hinausgehende Ab-
schidtzung der Anzahl stationdrer Punkte liefert da der Satz, daB
mindestens sowiele stationdre Punkte vorhanden sind, wie die Kategorie
der Mannigfaltigkeit angibt.”)

Unter der Kategorie einer Mannigfaltigkeit versteht man die Mindest-
zahl von abgeschlossenen Teilmengen, die zusammen die Mannig-
faltigkeit uberdecken und die sich einzeln auf der Mannigfaltigkeit
in einen Punkt (homotop) deformieren lassen. Die Kategorie einer
Strecke, einer Kreisscheibe, allgemeiner eines #-dimensionalen Ele-
mentes (soviel wie n-dimensionale Vollkugel oder deren topologisches
Bild) ist 1, die der #-dimensionalen Sphire 2, die des #-dimensionalen
projektiven Raumes " ebenso wie die des topologischen Produktes
aus # Kreisen # 4 1, und die des topologischen Produktes aus Kugel-
flache und Kreislinie 3, wie man beweisen kann.

Die Kategorie eines zusammenhédngenden #-dimensionalen Kom-
plexes ist nach einem Satz von Lusternik und Schnirelmann
(. c. S. 33) hochstens =%+ 1. Den Beweis kann man leicht so
filhren: Als erste auf dem Komplex in einen Punkt deformierbare
Teilmenge wihlt man
die Sterne der zwei-
fachen Normalunter-
teilung des Komplexes, AN
die zu Mittelpunkten I
die Mittelpunkte der
n-Simplexe haben, als >
zweite Teilmenge die
Sterne um die Mittel-
punkte der (» —1)-
Simplexe und so fort
bis zu den Sternen um
die 0-Simplexe. Die Fig. 7 zeigt diese Sterne an einem aus zwei Drei-
ecken bestehenden zweidimensionalen Komplex. Diese # 4+ 1 Teil-

s

Fig. 7.

7) Diesen wichtigen Satz entnehme ich ebenso wie den Begriff der Kategorie der
Schrift: L.Lusternik und L. Schnirelmann, Méthodes topologiques dans les
Probleémes variationels (Actual. sci.indust. I1I 188, Paris 1934). Seine Anwendung aufdie
Variationsrechnung zum Zweck der Abschitzung der Anzahl geschlossener Geo-
datischer scheitert, solange man seine Ubertragung auf beliebige metrische Riume
und die Kategorie dieser Raume nicht kennt. Wie weit in dieser Richtung Ergebnisse
vorliegen, entzieht sich meiner Kenntnis, da angeblich vorhandene russische Arbeiten
iiber den Gegenstand mir nicht zuginglich sind. — Man vergleiche ferner Gordon,
On the minimal number of critical points of a real function ona manifold, Rec. math.
Moscou 4 (1938) p. 105—113.
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mengen iiberdecken zusammen den ganzen Komplex, und jede 148t
sich auf ihm in einen Punkt deformieren.

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit 148t sich sogar mit » 4+ 1
n-dimensionalen Elementen iiberdecken. 8)

Um nun den behaupteten Zusammenhang zwischen der Kategorie
und der Mindestzahl der stationiren Punkte herzustellen, diirfen
wir annehmen, daB die Funktion J auf unserer geschlossenen #-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit nur endlich viele stationire Punkte g, . . ., g,
hat. Wir setzen ferner voraus, daB die Mannigfaltigkeit mit einer
Riemannschen Metrik ausgestattet ist, damit wir von Fallinien
von J (den orthogonalen Trajektorien der Niveauflichen J = const.)
reden kénnen.

Jeden Punkt g, umgeben wir mit einer Kugelumgebung €, (in
dieser Metrik), deren Radius so klein ist, daB alle Umgebungen punkt-
fremd sind. Wir ordnen dann jeder Umgebung €, eine abgeschlossene
Punktmenge R, zu. N, besteht aus Stiicken von Fallinien, die €,
treffen, und zwar wird jede Fallinie im Sinne wachsender und ab-
nehmender J-Werte so weit zu N, gerechnet, bis sie in eine andere der
Umgebungen €4, . . ., S, eindringt. Die Punktmengen %, iiberdecken
also einander.

N, 1aBt sich in einen Punkt deformieren, indem man die Fallinien-
stiicke gleichmidBig nach R, zusammenzieht und dann €, in einen
Punkt deformiert. Da jede Fallinie in einer der Umgebungen €, . . ., €,
miindet, so gehort jeder Punkt unserer Mannigfaltigkeit einer der Teil-
mengen N,,..., N, an. Daher ist die Kategorie der Mannigfaltig-
keiten hochstens 7, was zu beweisen war.

§ 4. Einige Anwendungen,

I. C sei eine zweimal stetig differenzierbare geschlossene Raum-
kurve. Dann gibt es mindestens zwei stationdre Sehnen, d. h. Sehnen,
die auf C in ihren Endpunkten senkrecht stehen.

Die simtlichen Sehnen von C, als Elemente einer Menge aufgefalt,
bilden bei naheliegender Festsetzung von Umgebungen eine berandete
Mannigfaltigkeit. Ihre topologische Struktur hangt offenbar nicht von
der Gestalt der Raumkurve ab. Wir konnen daher, um sie zu bestim-
men, annehmen, C sei eine Kreislinie in der projektiven Ebene €.
Ordnet man dann jeder Sehne von C ihren Pol in € zu, so entsteht eine
eineindeutige stetige Beziehung zwischen den Punkten von € auBer-

8) A. Bassi, Su alcuni nuovi invarianti delle varieta topologiche. Ann. Mat. pura
appl. 16 (1937) p.275—297.
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halb und auf dem Rande von C und den Sehnen von C. Die Mannig-
faltigkeit der Sehnen ist also die gelochte projektive Ebene oder, was
dasselbe ist, das Mobiusband.

Auf ihm ist die Lange der Sehnen eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion, die auf dem Rande, und sonst nirgends verschwindet.
Dann gibt es aber im Innern des Mobiusbandes mindestens zwei sta-
tiondare Punkte, nimlich ein Maximum und einen weiteren Punkt,
dessen Typenzahl der Dimension 1 von Null verschieden ist. Es muf3
nimlich ein stationdrer Punkt vorhanden sein, an dem die Mittel-
linie des M6biusbandes hidngen bleibt, wenn man sie langs der Fallinien
absinken 14B8t. Gdbe es keinen solchen Punkt, so kénnte man die Mittel-
linie lings der Fallinien bis auf den Rand des Mébiusbandes (zum
Funktionswert 0) deformieren. Das ist aber nicht méglich, weil die
Mittellinie nicht homolog dem Rande, also nicht in den Rand defor-
mierbar ist.

Da nun einem stationiren Wert der Lingenfunktion auf dem
Mobiusband eine stationdre Sehne zugehort, so ist die Behauptung
bewiesen. — Bei der Ellipse entspricht der groBen Achse das Maximum
auf dem Mébiusband, der kleinen Achse der Sattelpunkt.

II. Zwei geschlossene Raumkurven C, und C,, zweimal stetig
differenzierbar und punktfremd, seien gegeben. Zwischen einem Punkt
auf C, und einem auf C, wird eine Kette aufgehingt, die so lang ist,
daB man die beiden Aufhingepunkte unabhingig voneinander auf den
Kurven iiberall hin verschieben kann. Gefragt wird nach den Gleich-
gewichislagen der Kette, d. h. nach den Aufhingepunkten, in denen die
Kette senkrecht auf C, und C, steht.

Die Aufhingepunkte sind durch die Bogenldngen s, und s, bestimmt,
die ihnen auf C, und C,, gemessen von festen Anfangspunkten, ent-
sprechen. Die moglichen Lagen der Kette ergeben daher eine Ring-
fliche, das topologische Produkt der Kurven C, und C,. Jeder Lage
der Kette kommt eine bestimmte potentielle Energie zu, die eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion von s; und s,, also auf der
Ringfliche, ist und stationire Punkte genau fiir die Gleichgewichts-
lage der Kette besitzt. Da die Ringfliche die Kategorie 3 hat, so gibt
es mindestens drei Gleichgewichtslagen.

Als Ubungsaufgabe sei die Ermittlung der Anzahl der Lichtstrahlen-
dreiecke gestellt, die an drei spiegelnden, zweimal stetig differenzier-
baren geschlossenen Kurven der Ebene auftreten.

Ferner sei auf die Beispiele der in Anmerkung 7 angefiihrten Schrift
(L.c. S. 47) hingewiesen.

(Eingegangen am 5. 7. 1939.)
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